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Konformne preslikave in tok tekocˇin
Povzetek
V svoji diplomski nalogi sem se ukvarjal z mehaniko tekocˇin. V prvem delu sem
svojo analizo omejil na idealne tekocˇine, fluide, katerih tokovnice lahko ponazorimo
z dvodimenzionalnimi vektorskimi polji brez izvorov in vrtincev. Dokazal sem, da
lahko le-te povezˇemo s teorijo holomorfnih funkcij, ter nato s pomocˇjo Riemanno-
vega upodobitvenega izreka tokove okoli zapletenih objektov reduciramo na nekatere
elementarne primere. V zadnjem delu naloge sem nato dodatno predstavil tudi Bla-
siousov izrek in nekaj primerov ne-idealnih tokov, ki pa generirajo vzgon.
Conformal Mappings and Fluid Flows
Abstract
In my thesis I dealt with fluid mechanics. In first part of my analysis I focused on
ideal fluids. These are fluids, whose streamlines can be represented with twodimen-
zional vector fields without sources and vortices. I proved that such vector fields
can be connected to theory of holomorphic functions. Using Riemann mapping the-
orem, flows around complicated objects can be reduced to elementary examples.
In last part I also additionally presented Blasius theorem and some non-ideal flow
examples, which do produce lift.
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1. Uvod
Modeliranje letal in aerodinamicˇnih objektov je v novejˇsi zgodovini cˇlovesˇtva vse-
skozi prisotno. Danes za to uporabljamo napredne racˇunalnike, ki imajo velike
racˇunske zmogljivosti, vseeno pa velja, da se njihovi algoritmi navadno naslanjajo
na zelo preproste, matematicˇne ideje. Eno izmed njih - modeliranje tokov s pomocˇjo
kompleksnih funkcij - predstavljam tudi v svoji diplomski nalogi. Pokazal bom, kako
lahko s primernimi realno-konformnimi oziroma holomorfnimi preslikavami modeli-
ramo tok okrog trdih objektov. Predstavljena ideja predstavlja enega izmed osnov-
nih temeljev za nadalnje modeliranje tokov v tri-dimenzionalnem prostoru.
Vsebina naloge je organizirana na sledecˇ nacˇin. Za zacˇetek bomo ponovili nekaj
osnovnih definicij in izrekov iz uvoda v kompleksno analizo. Nato bomo te pojme
povezali z mehaniko tekocˇin, kar pomeni, da bomo pokazali, kako lahko idealne to-
kove tekocˇin predstavimo s holomorfnimi funkcijami. Pri tem bomo uvedli tudi nov
pojem kompleksnega potenciala, s katerim si bomo pomagali pri vizualizaciji. V na-
daljevanju bomo predstavili Joukowskijevo preslikavo oziroma meromorfno funkcijo,
ki ima lastnost, da zunanjost in notranjost enotskega kroga preslika na zarezano
kompleksno ravnino. Izkazalo se bo, da omenjena preslikava krozˇnice, ki potekajo
skozi tocˇko z = 1, preslika v sklenjeno obliko, ki je zelo blizu obliki letalskega krila.
Omenjena preslikava bo tudi osrednji gradnik primerov iz narave, ki jih bomo ge-
nerirali v zadnjem delu tretjega poglavja. V zadnjem, cˇetrtem poglavju bomo nato
sˇe obravnavali Blasiousov izrek in predstavili tudi nekaj primerov ne-idealnih tokov,
vzdolzˇ katerih se generira vzgon. Pri tem bomo uporabili kompleksni integral za
funkcije, ki so definirane vzdolzˇ krivulje.
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2. Holomorfne funkcije
2.1. Osnovne definicije. Kot recˇeno bomo idealne tokove tekocˇin izrazili s kom-
pleksnimi funkcijami. Zato za zacˇetek ponovimo nekaj osnovnih pojmov iz predmeta
Analiza 3, povzetih po viru [2]. Naj bo Ω ⊂ C odprta podmnozˇica in f : Ω → C
kompleksna funkcija. Kot je to obicˇajno, jo lahko predstavimo s kompleksno kom-
binacijo dveh realnih funkcij u in v, odvisnih od realnih spremenljivk x in y
f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + i · v(x, y).
Funkcijama u = Re(f) in v = Im(f) pravimo realni oziroma imaginarni del funkcije
f . Kadar sta zvezno odvedljivi, je f diferenciabilna kot preslikava realne ravnine
R2 vase. Vendar pa to sˇe ne zagotavlja, da je f v splosˇnem odvedljiva tudi v
kompleksni spremenljivki z = x + iy. Natancˇneje, diferencial kompleksne funkcije
f je kompleksno linearen le takrat, ko je funkcija f holomorfna oz. ko njen realni
in imaginarni del zadosˇcˇata Cauchy-Riemannovemu sistemu enacˇb. Podajmo to
dejstvo sˇe v obliki definicije oziroma izreka.
Definicija 2.1. Funkcija f : Ω → C je holomorfna, v tocˇki z = x + iy, cˇe obstaja
naslednja limita:
f ′(z) = lim
h→0
f(z + h)− f(z)
h
.
Izrek 2.2. Diferenciabilna funkcija f : Ω → C je holomorfna natanko tedaj, ko
zadosˇcˇa Cauchy-Riemannovemu sistemu enacˇb:
(1)
du
dx
=
dv
dy
in
du
dy
= −dv
dx
,
Primer 2.3. Identiteta f(z) = z je holomorfna, saj zanjo velja:
f(z) = x+ iy,
du
dx
= 1 =
dv
dy
,
du
dy
= 0 = −dv
dx
.
Nasprotno funkcija konjugiranja f(z) = z¯ ni holomorfna, saj imamo
f(z) = x− iy, du
dx
= 1 ̸= −1 = dv
dy
.
♦
Vsako realno preslikavo f : Ω ⊂ R2 → R2 lahko zapiˇsemo kot kompleksno funkcijo
odvisno od z in z¯:
f(x, y) = f
(
z + z¯
2
,
z − z¯
2i
)
= f˜(z, z¯).
Zaradi obicˇajnih pravil, ki veljajo za odvajanje po spremenljivkah z in z¯, lahko
intuitinvo recˇemo, da so holomorfne natanko tiste funkcije f , v katerih spremen-
ljivka z¯ ne nastopa. Primeri takih funkcij so na primer polinomi in potencˇne vrste.
Kakorkoli, nasˇo intuitivno interpretacijo holomorfnosti lahko podkrepimo z uvedbo
kompleksnih odvodov
∂f
∂z
=
1
2
(fx − ify) = 1
2
((ux + vy) + i(vx − uy)) ,
∂f
∂z¯
=
1
2
(fx + ify) =
1
2
((ux − vy) + i(vx + uy)) .
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Cauchy-Riemannov sistem enacˇb je tedaj ekvivalenten pogoju
∂f
∂z¯
= 0.
Izkazˇe pa se, da se v takem primeru ujemata tudi kolicˇini f ′ in
∂f
∂z
. Cˇe uposˇtevamo
sˇe Cauchy-Riemannov sistem enacˇb, dobimo tudi dve alternativni formuli za kom-
pleksni odvod
f ′ = ux − iuy = vy + ivx.
Ne pozabimo, le-ti veljata le, ko govorimo o holomorfni funkciji f .
Oglejmo si geometrijski pomen holomorfnosti, ki bo prav tako kljucˇen pri nasˇi
analizi tokov. Za realno preslikavo f : Ω ⊂ R2 → R2 pravimo, da je konformna v
tocˇki (x, y) ∈ R2, cˇe na infinitezimalni ravni ohranja kote in orientacijo. Naslednji
izrek pove, da so take vse holomorfne funkcije z nenicˇelnim odvodom.
Izrek 2.4. Holomorfna funckija f : Ω ⊂ C → C, ki zadosˇcˇa pogoju f ′(z) ̸= 0 za
vsak z ∈ Ω, ustreza konformni realni preslikavi.
Dokaz. Naj bo f = u+ iv. Zaradi Cauchy-Riemannovega sistema velja
grad(u) = [ux, uy]
T (2)= [vy,−vx]T ⊥ [vx, vy]T = grad(v).
To pomeni, da preslikava f pravokotni smeri spremenljivk x in y na infinitezimalni
ravni preslika v pravokotni smeri gradientov funkcij u in v. V posebnem, taka
funkcija ohranja kote. Podobno dokazˇemo ohranjanje orientacije s pozitivnostjo
determinante Jacobijeve matrike:
detRJf =
⏐⏐⏐⏐ux uyvx vy
⏐⏐⏐⏐ = ⏐⏐⏐⏐ux −vxvx ux
⏐⏐⏐⏐ = u2x + v2x > 0.

Izreku dodajmo sˇe dejstvo, da za holomorfne funckije velja analog izreka o inverzni
funkciji. To pomeni, da pogoj f ′(z) ̸= 0 zagotavlja tudi obstoj lokalnega inverza
funkcije f , ki je holomorfen in dobro definiran na neki okolici tocˇke z. V resnici pa
velja sˇe vecˇ, in sicer, da lahko vsako realno-konformno preslikavo f : Ω ⊂ R2 → R2
predstavimo kot holomorfno funkcijo z nenicˇelnim odvodom [2].
Primer 2.5. Kot primer konformne preslikave si oglejmo kompleksno eksponentno
funkcijo, ki jo lahko izrazimo s pomocˇjo Eulerjeve formule
f(z) = ez = f(x+ iy) = cos(y)ex + i · sin(y)ex.
Na spodnji sliki je prikazano, kako ta preslikava konformno preslika pravokotnik v
del kolobarja.
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Slika 1. Konformna preslikava obmocˇja.
♦
Nazadnje se nekoliko podrobneje posvetimo sˇe realnemu in imaginarnemu delu
funkcije. Iz Analize 3 vemo, da oba pripadata razredu harmonicˇnih funkciji.
Definicija 2.6. Funkcija u : Ω ⊂ R2 → R je harmonicˇna na Ω, cˇe zadosˇcˇa Laplace-
ovi enacˇbi
∆u = uxx + uyy = 0.
Izrek 2.7. Realni in imaginarni del dvakrat zvezno odvedljive holomorfne funkcije
je harmonicˇen.
Dokaz. Trditev izreka lahko dokazˇemo direktno, z odvajanjem Cauchy-Riemann-
ovega sistema enacˇb:
uxx = (ux)x = (vy)x = (vx)y = (−uy)y = −uyy,
vxx = (vx)x = (−uy)x = −(ux)y = −(vy)y = −vyy.

Ob izreku pripomnimo, da so zaradi Cauchyjeve integracijske formule holomorfne
funkcije v vecˇini primerov tudi gladke. Takrat je predpostavka o odvedljivosti v
zgornjem izreku odvecˇ. Kakorkoli, velja tudi obrat zgornje trditve oziroma naslednji
izrek, ki ga poznamo iz Analize 3.
Izrek 2.8. Za vsako harmonicˇno funkcijo u : Ω ⊂ R2 → R, definirano na enostavno
povezanem obmocˇju Ω, obstaja harmonicˇna funkcija v, za katero je kompleksna funk-
cija f = u+ iv holomorfna na Ω.
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2.2. Joukowskijeva preslikava. V tem razdelku si bomo ogledali kompleksno
funkcijo, ki jo je leta 1910 predstavil Nikola Zhukovsky. Imenuje se Joukowskijeva
preslikava (oz. transformacija) in je podana s predpisom
(2) χ(z) =
1
2
(
z +
1
z
)
.
Gre za meromorfno funkcijo, ki ima v tocˇki z = 0 pol prve stopnje, preverimo pa
lahko tudi, da je kot preslikava χ : C\{0} → C surjektivna. Nasprotno, injektivnosti
nimamo, saj zanjo velja, da je χ(z) = χ(1/z). Vseeno preslikava postane obrnljiva, cˇe
svojo analizo omejimo na notranjost oziroma zunanjost enotskega kroga. Konkretno,
v nasˇem primeru bomo izbrali zunanjost, inverz pa ba bo podan s predpisom
χ−1(z) =
√
z2 − 1 + z.
Inverz je torej dobro definiran za χ : {|z| > 1} → C/[−1, 1]. Cˇe bi χ slikal iz
notranjosti kroga, bi morali pred korenom izbrati negativen predznak.
Oglejmo si, kam preslikava χ slika glavne krozˇnice z = reiφ, φ ∈ [0, 2π). Zacˇnimo
z enotskim primerom r = 1. Dobimo
χ(z) =
1
2
(
eiφ + e−iφ
)
= cos(φ).
To pomeni, da se enotska krozˇnica preslika na interval [−1, 1], vsaka od krajiˇscˇ
razlicˇna tocˇka pa ima natanko dve prasliki. Podobno velja za r > 1
χ(z) =
1
2
(
reiφ +
e−iφ
r
)
=
r2 + 1
2r
cos(φ) + i
r2 − 1
2r
sinφ.
Tokrat v sliki dobimo elipse, ki jih vidimo na spodnji sliki.
Slika 2. Slika glavnih krozˇnic za r ≥ 1.
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Nazadnje premaknimo sˇe srediˇscˇe preslikanih krozˇnic, in sicer v tocˇko α = a+ bi.
Radij krozˇnice izberemo tako, da le-te potekajo skozi tocˇko z = 1, torej r = |1− α|.
Racˇun pokazˇe, da dobimo sklenjeno krivuljo, katere parametrizacija je
χ(α + reiφ) =
1
2
(
α + reiφ +
1
α + reiφ
)
, φ ∈ [0, 2π).
Jasno pa je tudi, da te krivulje potekajo skozi tocˇko χ(1) = 1. Spodnje slike jih
prikazujejo za razlicˇne vrednosti parametra α. Opazimo lahko, da so nekatere izmed
njih zelo podobne obliki letalskih kril.
Slika 3. Slike ekscentricˇnih krozˇnic.
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2.3. Kompleksna integracija. Nazadnje se bomo posvetili sˇe pojmom, ki so po-
vezani s kompleksno integracijo. Natancˇneje, definirali bomo kompleksni integral
po kompleksni krivulji. Le tega bomo potrebovali v navezavi na Blasiusov izrek, ki
ga predstavljamo v zadnjem poglavju.
Definicija 2.9. Naj bo C krivulja v kompleksni ravnini, parametrizirana z izrazom
z(t) = x(t) + iy(t), kjer je t ∈ [a, b]. Integral kompleksne funkcije f(z) po krivulji C
definiramo kot kompleksno sˇtevilo∫
C
f(z)dz =
∫ b
a
f(z(t))z˙(t)dt.
Razdelimo funkcijo f(z) in diferencial dz na realni in imaginarni del
f(z) = u(x, y) + i · v(x, y), dz = dx+ idy.
Posledicˇno lahko zgornji integral razdelimo na par obicˇajnih realnih integralov∫
C
f(z)dz =
∫
C
(u+ iv)(dx+ idy) =
∫
C
(udx− vdy) + i
∫
C
(udy + vdx),
pri cˇemer predpostavimo, da je taka sumacija kompleksno linearna in lahko imagi-
narno enoto nesemo pred integral.
Primer 2.10. Naj bo n ∈ Z in f(z) = zn. Za dve razlicˇni krivulji C ⊂ C si oglejmo
integral ∫
C
f(z)dz =
∫
C
zndz.
Zacˇnimo z daljico C, ki je parametrizirana kot z(t) = t, t ∈ [−1, 1]. Dobimo∫
C
f(z)dz =
∫ 1
−1
tndt =
{
0, 0 < n = 2k − 1,
2
n+1
, 0 ≤ n = 2k.
Rezultat je definiran za nenegativne n, pri negativnih n imamo singularnost v tocˇki
z = 0, zato integrala ne moremo izracˇunati.
Podobno izracˇunamo integral, pri katerem za C vzamemo parabolicˇno krivuljo
parametrizirano z z(t) = t + i(t2 − 1), t ∈ [−1, 1]. Tudi ta poteka od tocˇke z = −1
do z = 1, vendar se izogne izhodiˇscˇu z = 0. Integral je v tem primeru enak∫
C
f(z)dz =
∫ 1
−1
(t+ i(t2 − 1))n(1 + 2it)dt = (t+ i(t
2 − 1))n+1
n+ 1
⏐⏐⏐1
−1
=
=
{
0, −1 ̸= n = 2k − 1,
2
n+1
, n = 2k.
Torej je njegova vrednost definirana tudi za negativne potence, pri pozitivnih pa se
ujema z rezultatom, ki smo ga dobili z integracijo vzdolzˇ daljice. ♦
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Primer 2.11. V drugem primeru bomo integrirali funkcijo f(z) = zn po celotni
krozˇnici s srediˇscˇem v z = 0. Parametrizirajmo krozˇnico z z(t) = reit za r > 0. Ko
parameter t pretecˇe interval [0, 2π], dobimo
∮
C
zndz =
∫ 2π
0
(reit)nireitdt =
∫ 2π
0
irn+1ei(n+1)tdt =
{
0, n ̸= −1,
2πi, n = −1.
♦
Iz zgornjega primera lahko razberemo, da je integral funkcije f(z) = 1
z
drugacˇen
od ostalih integralov potenc. To nakazuje na dejstvo, ki je zelo pomembno pri
integraciji kompleksnih funkcij po sklenjenih krivuljah. In sicer, da je po razvoju
holomorfne funkcije v potencˇno vrsto za integracijo pomemben le cˇlen pri potenci
n = −1. Prav to bo tudi vsebina izreka o residuih, ki ga bomo navedli nekoliko
kasneje. Pred tem pa spomnimo, da je integral poljubne holomorfne funkcije (brez
singularnosti) neodvisen od izbire poti, kar je lepo razvidno tudi iz Primera 2.10. V
posebnem je to vsebina naslednjega izreka, ki mu pravimo tudi Cauchyjev izrek.
Izrek 2.12. Naj bo f(z) holomorfna na enostavno povezanem obmocˇju Ω ⊂ C.
Potem za vsako sklenjeno krivuljo C ⊂ Ω velja∮
C
f(z)dz = 0.
Integracija postane nekoliko bolj zapletena, kadar je funkcija zgolj meromorfna.
To pomeni, holomorfna na celem obmocˇju razen v sˇtevno mnogo singularnih tocˇkah.
V takem primeru poznamo njen Laurentov razvoj okoli singularnih tocˇk, ki vsebuje
tudi potence z negativnimi eksponenti. Kot omenjeno zgoraj, je za integracijo po-
memben cˇlen pri potenci n = −1, zato zanj vpeljemo posebno ime.
Definicija 2.13. Naj bo a ∈ Ω izolirana singularnost za f in
f(z) =
∞∑
k=−∞
ck(z − a)k
razvoj f v Laurentovo vrsto na Ω. Koeficient c−1 = Res(f, a) imenujemo residuum
funkcije f v tocˇki a.
Izrek 2.14. (Izrek o residuih)
Naj bo funkcija f holomorfna na Ω ⊂ C razen v izoliranih singularnostih a1, a2, ..., an
in C ⊂ Ω pozitivno orientirana sklenjena krivulja, ki te singularnosti obkrozˇi natanko
enkrat. Tedaj je
1
2πi
∮
C
f(z)dz =
n∑
i=1
Res(f, ai).
Dokaz najdemo v [2].
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3. Mehanika tekocˇin
V tem poglavju se bomo posvetili mehaniki tekocˇin, ter dokazali, da lahko nji-
hova vektorska polja v ravnini predstavimo s holomorfnimi funkcijami. Analiza bo
povzeta po virih [1] in [3].
Obravnavali bomo tekocˇine, katerih tok je idealen. To pomeni, tok, ki ni turbulen-
ten oz. nestabilen. Pri slednjem se namrecˇ tokovnice premikajo in ustvarjajo vrtince
(npr. tok ob hrapavi povrsˇini), zato je tezˇji za obravnavo. Matematicˇno idealni tok
tekocˇine ponazorimo z vektorskim poljem, ki ima v tocˇki (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 vrednost:
V⃗ (x, y) = [u(x, y), v(x, y)]T .
Zanj predpostavimo, da je nestisljiv (ima nicˇelno divergenco)
div(V⃗ ) =
du
dx
+
dv
dy
= 0,
ter da je nevrtljiv (ima nicˇeln rotor)
rot(V⃗ ) =
du
dy
− dv
dx
= 0.
Opazimo, da se ti dve enacˇbi le za predznak razlikujeta od enacˇb pri Cauchy-
Riemannovemu sistemu enacˇb (1). Tako dobimo naslednji izrek.
Izrek 3.1. Z vektorskim poljem V⃗ (x, y) = [u(x, y), v(x, y)]T je na obmocˇju Ω ⊂ R2
podan idealni tok, natanko tedaj, ko je kompleksna funkcija f(z) = u(x, y)−i ·v(x, y)
holomorfna na Ω ⊂ R2.
Dokaz. Naj bo V⃗ idealni tok tekocˇine. Tedaj je
ux + vy = 0 in uy − vx = 0.
Ti enacˇbi sta ekvivalentni Cauchy-Riemannovemu sistemu enacˇb za f = u− iv
ux = (−v)y in uy = −(−v)x.
Posledica 3.2. Cˇe je z vektorskim poljem V⃗ = [u, v]T podan idealni tok tekocˇine, sta
funkciji u in v harmonicˇni konjugiranki, ujemajo pa se tudi tokovnice kompleksnega
in realnega sistema:
dx
dt
= u(x, y),
dy
dt
= v(x, y) ⇔ dz
dt
= f(z).
Primer 3.3. Oglejmo si idealni tok tekocˇine, ki je podan z vektorskim poljem
V⃗ = [x,−y]. Sistem enacˇb x˙ = x in y˙ = −y pri zacˇetnem pogoju x(0) = x0 in
y(0) = y0 resˇita funkciji:
x(t) = x0e
t,
y(t) = y0e
−t.
S tem dobimo tokovnice, ki so prikazane na Sliki 4.
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Slika 4. Tokovnice sistema za V⃗ = [x,−y].
Cˇe sliko interpretiramo s kompleksnimi spremenljivkami opazimo, da ima delec v
tocˇki z ∈ C hitrost z¯. To pomeni, da gre za sistem z˙ = z¯ oziroma z˙ = f(z), kjer je
f(z) = z holomorfna funkcija.
Obmocˇje na katerem je skiciran fazni portret v smislu aerodinamike nima uprabne
vrednosti. Nasprotno se zgodi, cˇe za rob obmocˇja izberemo katero izmed tokovnic
in si ogledamo zgolj del dinamicˇnega portreta. Taka izbira je smiselna, saj gre za
idealni tok, kar pomeni, da ni prilivov in vrtincev. Torej tokovnica res podaja mejno
obmocˇje. Na primer, za rob obmocˇja lahko vzamemo meje prvega kvadranta in tako
dobimo tok, ki potuje skozi 90◦ kot.
Slika 5. Tok skozi 90◦ kot.
♦
13
3.1. Kompleksni potencial. V tem razdelku bomo definirali kompleksni poten-
cial, ki nam bo v precejˇsnjo pomocˇ pri ilustracij tokovnic za idealne toke tekocˇin.
Definicija 3.4. Naj bo funkcija f holomorfna na Ω ⊂ C. Cˇe obstaja holomorfna
funkcija χ(z) = ϕ(z) + iψ(z), ki zadosˇcˇa χ′ = f na Ω ⊂ C, pravimo, da je χ
kompleksni potencial za f na Ω.
Iz formule za kompleksni odvod sledi, da je
χ′ = ϕx − iϕy = u− iv = f.
V primeru idealnega toka torej velja V⃗ (x, y) = grad(ϕ(x, y)), kar porodi naslednji
trditvi, ki sta direktni posledici harmonicˇnosti realnega dela holomorfne funkcije
oziroma izrekov 2.7. in 2.8. Prva je ocˇitna, za drugo pa bomo vkljucˇili kratek dokaz.
Trditev 3.5. Cˇe je χ = ϕ+iψ kompleksni potencial holomorfne funkcije, je funkcija
ϕ harmonicˇna.
Trditev 3.6. Cˇe je Ω enostavno povezano obmocˇje, potem za vsako harmonicˇno
funkcijo ϕ : Ω ⊂ R2 → R velja, da njen gradient V⃗ = ∇ϕ predstavlja tok idealne
tekocˇine na Ω.
Dokaz. Iz Izreka 2.8. vemo, da za poljubno harmonicˇno funkcijo ϕ na enostavno
povezanem obmocˇju obstaja harmonicˇna funkcija ψ, da je χ = ϕ + iψ holomorfna.
Iz formule za kompleksen odvod sledi, da je
f = χ′ = ϕx + iψx = ϕx − iϕy
To pa pomeni tudi, da vektorsko polje V⃗ = [ϕx, ϕy] = grad(ϕ) predstavlja idealni
tok tekocˇine. 
Najvecˇja uporabna vrednost izrazˇave s kompleksnim potencialnom se skriva v
dejstvu, da je za ponazoritev tokovnic sistema dovolj, da poznamo le eno harmonicˇno
funkcijo in njej ortogonalne trajektorije. Zato na tem mestu vpeljemo dve druzˇini
krivulj, ki zelo dobro opisujeta gibanje delcev vzdolzˇ tokovnic.
Definicija 3.7. Naj bo χ = ϕ + iψ kompleksni potencial holomorfne funkcije.
Krivuljam vzdolzˇ katerih je realni del potenciala konstanten ϕ(x, y) ≡ c pravimo
ekvipotenciali. Krivuljam vzdolzˇ katerih je konstanten imaginarni del ψ(x, y) ≡ d
pravimo kompleksne tokovnice.
Ker je na ekvipotencialih vrednost realnega dela kompleksnega potenciala ves cˇas
enaka, so njegove nivojnice pravokotne na grad(ϕ), torej pravokotne na hitrostni
vektor tekocˇine oz. tokovnice tekocˇine. Podobno so kompleksne tokovnice pravoko-
tne na grad(ψ). Zaradi konformnosti kompleksnega potenciala χ je ta vektor pravo-
koten na grad(ϕ). Torej so kompleksne tokovnice pravokotne na ekvipotenciale in
tangentne na originalno vektorsko polje. To pomeni, da se ujemajo s trajektorijami
dinamicˇnega sistema in gre torej kar za obicˇajne tokovnice.
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Primer 3.8. Oglejmo si sˇe enkrat sistem iz Primera 3.3. Ugotovili smo, da je
f(z) = z holomorfna. Za pripadajocˇi kompleksni potencial lahko izberemo funkcijo
χ(z) =
z2
2
=
x2 − z2
2
+ i · xy.
To pomeni, da so ekvipotenciali sistema krivulje podane z zvezo x
2−z2
2
= c, ki so na
sliki oznacˇene z rdecˇo barvo, tokovnice pa krivulje podane z zvezo xy = d , ki so na
sliki oznacˇene z modro barvo.
Slika 6. Ekvipotenciali in tokovnice za f(z) = z.
Iz slike je razvidno, da ekvipotenciali predstavljajo hitrost tekocˇine. Res, bolj kot
so skupaj, hitrejˇsi je na tem mestu tok, s katerim potujejo njeni delci. ♦
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Primer 3.9. Sedaj si v vlogi kompleksnega potenciala oglejmo sˇe Joukowskijevo
preslikavo χ podano s predpisom (2). Porodi jo dinamicˇni sistem, ki pripada kom-
pleksni funkciji f(z) = 1
2
(1− 1
z2
), saj je χ′ = f . Razcep funkcije χ je enak
χ(z) = χ(x+ iy) =
1
2
(
x+
x
x2 + y2
)
+
i
2
(
y − y
x2 + y2
)
.
Pripadajocˇi ekvipotenciali so torej krivulje
1
2
(
x+
x
x2 + y2
)
= c,
ki so na sliki z modro barvo, tokovnice pa ustrezajo enacˇbi
1
2
(
y − y
x2 + y2
)
= d
in so na sliki oznacˇene z rdecˇo barvo.
Slika 7. Ekvipotenciali in tokovnice Joukowskijevega potenciala.
Zaradi geometrijskih lastnosti Joukowskijeve preslikave na ta nacˇin dobimo tok okoli
trdnega objekta s prerezom, ki ima obliko enotskega diska. ♦
Z zgornjima primeroma smo potrdili, da je vpeljava kompleksnega potenciala zelo
uporabna pri ponazoritvi dinamicˇnih sistemov. Vendar pa to ni njegova glavna
uporabna vrednost. Naslednji izrek namrecˇ razkriva, da se ob biholomorfni trans-
formaciji dinamicˇnega sistema na enak nacˇin spremeni tudi kompleksni potencial.
To pomeni, da gre za neke vrsto biholomorfno invarianto sistema, ki se ohrani tudi
ob ’zamenjavi koordinat’.
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Izrek 3.10. Naj bo χ1 kompleksni potencial holomorfne funkcije f1 na Ω1 ⊂ C in
g : Ω1 → Ω2 biholomorfizem. Tedaj je χ2 = χ1◦g−1 kompleksni potencial holomorfne
funkcije f2, ki jo dobimo ob prehodu na nove koordinate obmocˇja Ω2. Tokovnice
sistema, ki mu pripada, dobimo tako, da tokovnice, ki jih dobimo za potencial χ1,
preslikamo s preslikavo g.
Dokaz. Ker je kompozitum holomorfnih preslikav znova holomorfen, je taka tudi
funkcija χ2. Nadalje verizˇno pravilo pove, da je
χ′1(z) = χ
′
2(g(z))g
′(z).
To pomeni, da holomorfni funckiji f1 in f2 zadosˇcˇata zvezi
f1 = f2(g(z))g
′(z),
kar na nivoju njunih tokovnic ravno sovpada z uvedbo novih koordinat. 
Zgornji izrek pove, da lahko - kadar poznamo ustrezen biholomorfizem - tokove
okoli zapletenih objektov analiziramo s pomocˇjo elementarnih primerov. Da je to
vsaj v teoriji vedno mogocˇe pove klasicˇni Riemannov upodobitveni izrek.
Izrek 3.11. Riemannov upodobitveni izrek
Naj bo Ω ⊂ C enostavno povezano obmocˇje, ki ni enako celi kompleksni ravnini
in D = {z ∈ C; |z| < 1} enotski disk. Potem obstaja biholomorfna preslikava
f : Ω→ D.
3.2. Uporaba konformnih preslikav. Sedaj je vse pripravljeno, da lahko ilustri-
ramo mocˇ kompleksnega potenciala v povezavi z Riemannovim upodobitvenim izre-
kom oziroma biholomorfnimi transformacijami obmocˇij. Konkretno, v tem razdelku
si bomo ogledali tri primere iz vira [3], ki jih je mogocˇe konstruirati s transformi-
ranjem tokovnic iz Primera 3.9 in s transformacijo enostavnega, vodoravnega toka
vzdolzˇ tanke plosˇcˇe oziroma intervala [−1, 1]. Slednji je prikazan na spodnji sliki.
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Slika 8. Tok vzdolzˇ tanke plosˇcˇe.
Primer 3.12. Tok okoli postrani plosˇcˇe.
Za zacˇetek si oglejmo tokovnice, ki jih dobimo, cˇe zgornjo tanko plosˇcˇo zarotiramo
za kot φ. Zanima nas kaksˇen naj bi izgledal idealen tok tekocˇine okrog nje, ob
predpostavki, da se ji tokovnice pribljizˇujejo vodoravno. Poiskati moramo torej
zaporedje transformacij kompleksnih potencialov, ki bo tokovnice zarotirane plosˇcˇe
preslikal na realno os. Postopek iskanja je ponazorjen s spodnjo sliko.
Slika 9. Konstrukcija toka okoli postrani plosˇcˇe.
Iskani kompleksni potencial je v tem primeru enak
P (z) = eiφ
(
cos(φ)z − i · sin(φ)
√
z2 − e−2iφ
)
.
Na sliki je prikazan idealen tok okrog zarotirane plosˇcˇe za dva razlicˇna kota.
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Slika 10. Tok okoli postrani plosˇcˇe.
♦
Primer 3.13. Tok okoli letalskega krila.
Nadaljujmo s konstrukcijo tokovnic okrog letalskih kril, katerih oblika je bila pred-
stavljena na Sliki 3. Prevedli ga bomo na tok vzdolzˇ palice, ki je dovolj tanka, da
so tokovnice kar vodoravne. V nasˇem primeru bo tak objekt predstavljal interval
[−1, 1], pomagali pa si bomo s kompozitumom Joukowskijeve preslikave χ, njenega
inverza in primerne linearne funkcije g. Diagram poteka biholomorfnih transformacij
je prikazan spodaj.
Slika 11. Konstrukcija toka okoli krila.
Na ta nacˇin dobimo kompleksni potencial iskanega polja okoli letalskega krila
G(z) =
1
2
(√
z2 − 1 + z − α
r
+
r(
√
z2 − 1− z + α)
2αz − α2 − 1
)
.
Ko ga razbijemo na realni in imaginarni del, ter skiciramo pripadajocˇe kompleksne
tokovnice, dobimo spodnji sliki.
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Slika 12. Tok okoli letalskega krila za α = −0.1 + 0.2i.
Slika 13. Tok okoli letalskega krila za α = −0.15 + 0.15i.
♦
Primer 3.14. Tok okoli nagnjenega letalskega krila.
Zadnji primer, ki ga predstavljamo, bo kombinacija obeh prejˇsnjih, torej toka okoli
rotirane plosˇcˇe, ter toka okoli krila, ki je postavljeno vodoravno. Cˇe oba postopka
zdruzˇimo, dobimo potencial za tok okoli zarotiranega krila. Zaporedja transformacij
tokrat ne bomo navajali, lahko pa zapiˇsemo eksplicitno obliko potenciala:
F (z) =
1
2
(√
z2 − e−2iφ + z − αe−iφ
r
+
r(
√
z2e2iφ − 1− zeiφ + α)
2αz − α2e−iφ − e−iφ
)
.
Na Sliki 14 je prikazan tok okrog nagnjenega letalskega krila, kjer je α = −0.1+0.2i,
za razlicˇne kote φ.
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Slika 14. Tok okoli nagnjenega krila.
♦
4. Blasiusov izrek
Pri vpeljavi vseh dosedanjih pojmov smo se opirali na fizikalno interpretacijo re-
zultatov, ki naj bi demonstrirala uporabno vrednost izpeljane teorije v aerodinamiki.
Zato je cˇas, da si na tem mestu zastavimo vprasˇanje, ki je seveda najbolj naravno:
Ali objekt, ki ga obkrozˇi konstruirani zracˇni tok, poleti? Presenetljivo je odgovor
v vseh dosedanjih primerih negativen! To je posledica dejstva, da se vodoravne to-
kovnice po trcˇenju v trdi objekt v limiti znova zravnajo. To pomeni, da obkrozˇenje
danega predmeta ni povzrocˇilo vzgonske sile. Cˇe torej zˇelimo opazovati tokovnice,
ki dejansko kreirajo vzgon, moramo, kot v viru [3], nasˇo analizo sˇe malce raztegniti
in ji dodati fizikalni izrek, ki je povezan s kompleksno integracijo.
Kompleksni integral smo definirali zˇe v drugem poglavju, zato ga na tem mestu le
ponazorimo s pojmi, ki so bili vpeljani med obravnavo mehanike tekocˇin. V nasˇem
primeru je f(z) = u(x, y) − iv(x, y) holomorfna funkcija in tok idealne tekocˇine
podan z vektorskim poljem V⃗ = [u(x, y), v(x, y)]T . Integral holomorfne kompleksne
funkcije f = u− iv po krivulji C ⊂ C pa lahko razdelimo na dva integrala∫
C
f(z)dz =
∫
C
(u− iv)(dx+ idy) =
∫
C
(udx+ vdy)− i
∫
C
(vdx− udy).
Realni del integrala je integral divergence vektorskega polja V⃗ imaginarni del pa je
negativen integral njegovega rotorja. Kadar za funkcijo f obstaja tudi kompleksni
potencial χ, po Osnovnem izreku analize velja∫
C
f(z)dz = χ(β)− χ(α),
kjer sta tocˇki α in β krajiˇscˇi krivulje C, za funkcijo f pa smo privzeli, da vzdolzˇ C
nima singularnosti.
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Cˇe je krivulja C sklenjena, funkcija f pa holomorfna v notranjosti obmocˇja, ki
ga opisuje, je tak integral nicˇeln, kar sovpada z idejo idealnega toka. Pri njem sta
namrecˇ nicˇelna tako rotor kot divergenca, ki se pojavljata v realnem oziroma ima-
ginarnem delu tega integrala. Kakorkoli, izkazˇe se, da za vzgon telesa potrebujemo
nenicˇelno vrednost integrala funkcije f 2 po sklenjeni krivulji. Natancˇneje, zvezo med
vzgonsko silo in funkcijo f opisuje Blasiusov izrek.
Izrek 4.1. Blasiusov izrek
Naj bo Ω ⊂ C omejeno enostavno povezano obmocˇje. Naj bo f(z) holomorfna
funkcija na C/Ω, ki predstavlja idealen tok tekocˇine, s konstantno gostoto g0. Cˇe je
C ⊂ C/Ω sklenjena krivulja, ki obkrozˇi telo, integral
F = U − iL = ig0
2
∮
C
f(z)2dz
predstavlja komponente sile, ki delujejo na telo. In sicer, realna komponenta U
predstavlja upor v vodoravni smeri, imaginarna komponenta L pa predstavlja vzgon
v navpicˇni smeri.
Kot recˇeno, je v vseh doslej konstruiranih primerih funkcija f holomorfna, kar
pomeni, da je taka tudi funkcija f 2, pripadajocˇi vzgon pa je nicˇeln. To je razvidno
tudi iz slik, saj opazimo, da delci do telesa prihajo in odhajajo vodoravno na isti
viˇsini. Za ’vzlet’ potrebujemo torej funkcije, pri katerih bo
∮
C
f(z)2dz ̸= 0.
Pomagali si bomo z Izrekom o residuih 2.14. Natancˇneje, funkciji hitrosti f(z) bomo
dodali cˇlen 1
z
. Na nivoju potencialov to pomeni, da bomo kompleksnemu potencialu
χ(z) dodali kompleksni logaritem, podan z izrazom:
Log(z) = ln(|z|) + iArg(z).
Primer 4.2. Tok okoli enotskega diska z vzgonom.
Predstavili bomo tokovnice kompleksnega potenciala, ki je zelo podoben tistemu iz
Primera 3.9, le da bomo dodali sˇe logaritemski del
(3) χγ(z) = z +
1
z
+ iγLog(z).
Funkcija hitrosti je v tem primeru enaka
fγ(z) = 1− 1
z2
+
iγ
z
.
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Cˇe v izraz vstavimo z = eit ugotovimo, da velja
χγ(e
it) = eit + e−it + iγ(ln(1) + it) = 2 cos(t)− γt,
kar pomeni, da tudi χγ preslika enotsko krozˇnico na realno os. To pomeni, da
lahko tok okoli enotskega diska znova dobimo kot transformacijo toka vzdolzˇ tanke
vodoravne plosˇcˇe. V posebnem, enotska krozˇnica bo ostala ena izmed trajektorij.
To je lepo razvidno iz spodnje slike.
Slika 15. Tok okoli enotskega diska z vzgonom.
Za razliko od obicˇajnega Joukowskijevega potenciala za novo funkcijo velja
F = U − iL = ig0
2
∮
C
fγ(z)
2dz =
ig0
2
∮
C
(1+
2iγ
z
− 2 + γ
2
z2
− 2iγ
z3
+
1
z4
)dz = −2ig0γπ.
Tako torej za γ > 0 dobimo pozitiven vzgon L = 2πγg0, ki je seveda odvisen od
gostote tekocˇine g0. Upor U je v tem primeru nicˇeln. Opazimo tudi, da sta se
negibni tocˇki, ob predpostavki, da je |γ| ≤ 2 premaknli v tocˇki
z1,2 = ±
√
1− 1
4
γ2 − iγ
2
.
V posebnem, ko je γ = 2 sin(ϕ), dobimo
z1,2 = ± cos(ϕ)− i sin(ϕ).
♦
Primer 4.3. Kuttin tok okoli nagnjenega letalskega krila.
Vpeljali smo preprost primer toka okrog enotskega diska z vzgonom, ki pa v naravi
sˇe nima uporabne vrednosti. V naslednjem primeru bomo predstavili tok, ki ga
dobimo, cˇe pri konstrukciji primera 3.14. na koncu namesto Joukowskijeve preslikave
uporabimo χγ(z). Pri tem bomo uporabili konstanto γ, ki jo je leta 1902 vpeljal
nemsˇki matematik Martin Kutta. Omenjeni znanstvenik se je ukvarjal s tem, kaksˇen
γ najbolje opiˇse resnicˇen fizicˇni tok okrog letalskega krila. Ugotovil je, da mora
vrednost za γ izbrati tako, da bo negibna tocˇka na konici kril, torej v tocˇki z = e−iφ.
Konkretno, pri konstrukciji kompleksnega potenciala v Primeru 3.14, smo tocˇko
z = e−iφ pred zadnjim korakom preslikali v tocˇko
z =
1− α
r
e−iφ = ei(τ−φ), τ = arg(1− α).
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Od tod sledi Kuttina formula, ki je podana z zvezo
(4) γ = 2 sin(φ− τ), τ = arg(1− α).
Cˇe torej v zadnjem koraku uporabimo preslikavo χγ, kjer vrednost γ izberemo po
Kuttini formuli, dobimo kompleksni potencial okrog nagnjenega letalskega krila z
negibno tocˇko na konici krila. Kompleksni potencial je enak
K(z) =
√
z2 − e−2iφ + z − αe−iφ
r
+
r(
√
z2e2iφ − 1− zeiφ + α)
2αz − α2e−iφ − e−iφ
+2i sin(φ− τ)Log
(√
z2 − e−2iφ + z − αe−iφ
r
)
,
pri cˇemer je r = |1 − α| in τ = arg(1 − α). Na naslednji sliki so predstavljene
tokovnice, ki jih dobimo za α = −0.1 + 0.2i in razlicˇne kote φ.
Slika 16. Kuttin tok okoli nagnjenega letalskega krila.
Tok, ki smo ga dobili je zˇe zelo blizu eksperimentom v realnosti. Izkazˇe se namrecˇ, da
predstavljeni model zelo dobro ponazarja tok okoli dolgih kril, ki letijo z laminarnim
tokom. Seveda pa v realnosti na tak tok vpliva tudi prostorska oblika letala. ♦
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Slovar strokovnih izrazov
curl rotor
complex potential kompleksni potencial
complex streamline kompleksna tokovnica
divergence divergenca
equipotential ekvipotencial
ideal fluid flow idealni tok tekocˇine
Joukowsky mapping Joukowskijeva preslikava
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